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[ 摘 要 ]   计 算 机 断 层 成 像 技 术 (Computed 

Tomography，CT) 技术已经被广泛应用于医学诊断、工

业无损探伤以及安全检查等领域。然而在实际应用中，

很多情况下并不能采集到完全角度下的投影数据，例如

成像系统设计的限制等。利用有限角度下的投影数据

进行图像重建被称为 X 射线成像有限角度重建。本文

介绍了两种有限角度 CT 迭代重建方法，并对其重建结

果进行了比较和评价。
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[ABSTRACT]   Computed Tomography (CT) has 
made a revolutionary impact on medical diagnosis and in-
dustrial non-destructive testing. However, it is not always 
possible to acquire projection data through a complete CT 
angular range in some real applications, such as imaging 
system design constraints. The conventional and most com-
monly used method for reconstruction from tomographic 
projections is the analytical reconstruction technique which 
is not so adaptable to incomplete projection data and re-
sults in poor reconstructions with severe artifacts in limited 
angle cases. Two reconstruction algorithms for limited an-
gle cases are illustrated and the performance of algorithms 
is shown.
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近几年来，航空领域多次发生因疲劳裂纹未能及时

发现而造成的重大空难事故。据美国空军材料实验室

（AFML）统计，由疲劳裂纹引起的航空发动机转子破坏

占整个航空发动机的事故比例超过 74％。其中，转动部

件疲劳断裂是航空发动机最主要的失效形式 [1]。因此，

航空构件服役过程中疲劳裂纹扩展的检测与分析一直

是飞行器安检的重要组成部分。计算机断层成像技术

（Computed Tomography，CT）现在已被广泛应用于医学

诊断、工业无损检测以及安全检查等领域。CT 技术是

通过对物体进行不同角度下的射线投影测量而获取物

体横截面信息的成像技术，已经证明，由完全投影数据

可以唯一重建图像 [2]，而实际服役工件尺寸大使得很难

得到该部件的全部投影。若要将这些部件拆卸下来再

行检测，则十分费时费力，况且反复的拆卸也容易导致

新的安全隐患。因此，研究不完全投影情况下的 CT 图

像重建算法对于飞行器部件的安全检测具有十分重要

的实用价值。

不完全数据成像中，大部分都涉及到有限角度图

像重建的问题。如果扫描角度小于 180°则对其投影

数据的重建就属于有限角度重建。现有的 CT 重建算

法主要包括解析重建法和迭代重建法两类。滤波反投

影重建算法就属于第一类，其理论基础是中心切片定

理，但是由于上述算法本身的非局部性，不适合有限

角度 CT 重建；迭代重建法中比较经典的算法是 ART

（Algebraic Reconstruction Techniques）算法 [3]，该类算

法可以提高图像的重建质量，同时也降低了成像速度。

X. Pan 等人在文献 [4] 中提出利用一种基于自适应的

最速下降和凸集投影约束相结合的算法 (ASD-POCS)

来求解带有约束的最小化问题。ASD-POCS 算法在使

最速下降法的迭代步长跟重建图像的变化量成正比例

的基础上建立起 TV 梯度下降迭代和凸集投影约束迭

代相结合的平衡系统。而且 ASD-POCS 算法能够满足

待重建图像所对应的投影数据和真实投影数据之间的

误差在一个可容许的范围内，并能保证所求的待重建

图像具有非负的像素值。在先前的工作中，我们提出

了两种有限角度 CT 重建迭代方法，即基于乘性正则化

方法的有限角度重建方法 [5] 和基于双约束目标函数的

有限角度重建法 [6]。本文主要对以上两种方法的重建

结果进行比较和评论。

1  有限角度 CT 重建的数学模型

CT 重建的数学模型可归结为： 

                        p=Rx， （1）

其中，p 为测量得到的投影数据，R 为投影系统矩阵，x
为待重建物体。下面说明该式的具体创建过程。

对于待重建物体 x，其中任一像素 j 对某一射线的

投影贡献为 [4]：

                        pij=rijxj， （2）
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式中：

                      p =
[
p1 p2 · · · p8

]T ， （8）

                       x = [x1 x2 · · · x9]
T ， （9）

                      R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r11 r12 · · · r19

r21 r22 · · · r29

...
...
...
...

r81 r82 · · · r89

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
   。 （10）

把它们推广到 J 个像素 I 条射线的一般情况。此时：

x 为 J 维矢量，称图像矢量；p 为 I 维矢量，称测量矢量；

R 为 I×J 维矩阵，称投影系统矩阵。

在有限角度 CT 图像重建中，投影数据的个数 I 一

般远小于未知像素数 J。从数学角度来分析，该类重建

问题相当于求解一个欠定的代数方程组，属于不适定

问题研究范畴。因此，在有限角度下重建图像的困难

在于：

（1）一般像素数目 J 及射线数目 I 都极大，在迭代

过程中运算量很大。

（2）在很多情况下投影数据的个数 I 远小于未知像

素数 J，式（7）是个欠定方程，于是有无穷多个解。

（3）实际情况下，测量误差不可避免，噪声影响也

不可忽视。于是，式（7）所示方程可能无解。这时必须

计及误差，并估计一组解，使它在某一最优准则下达到

最佳。故对式（7）作如下修正：

                                 p=Rx+e  , （11）

这里，e 为误差矢量。

因此，在有限角度下重建图像问题可归结为：根据

有限角度下获得的带有噪声的测量矢量 p，利用式（11）

估计图像矢量 x。

2  基于乘性正则化方法的有限角度重建

有限角度 CT 重建属于不完全数据的重建问题。从

数学角度来看，可归结为对一个欠定的代数方程组的求

解问题，它属于不适定问题。为了得到比较满意的重建

结果，重建过程中一般需要引入惩罚项来处理。最近 10

年，通过在最小化函数中加入总变分惩罚项来处理有限

角度重建问题越来越引起广大科研工作者的兴趣。这

是由于总变分惩罚项能重建出具有良好边缘的图像 [22]。

我们希望通过引入乘性 TV 约束，从而能自适应调整 TV

范数项的惩罚力度来在总变分最小约束和数据一致性

约束之间建立起平衡。

乘性 TV 约束：

arg min C (x) = arg min F (x) FTV (x) ， （12）

数据一致性约束：

                   ||Rx-p|| ≤ξ， （13）

图1  求3×3像素图像的射线投影

Fig.1  CT data acquisition for 3×3 image
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其中，xj 表示待重建物体的第 j 个像素；pij 表示像素 j
对射线 i 的射线投影贡献；rij 表示像素 j 对射线 i 的权

值贡献，由于像素只对穿过该像素的射线有影响，因此，

rij 的定义如下：

ri j =

{
1
0

，射线 i 通过像素 j    
,

, 其他 （3）

射线 i 还经过其他像素，而投影值是所有像素的总和；

因此，射线 i 的投影值为

pi =
∑

j

pi j =
∑

j

ri j x j ， （4）

pi 为射线 i 穿过物体后在探测器上得到的投影值。

下面的例子直观地说明了上述过程。

图 1 为 3×3 像素的图像。x1，x2，…，x9 为相应的

像素值，1~8 表示 8 条射线。由图 1 可见各投影值为：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1 = r11 x1 + r12 x2 + · · · + r19 x9 = x3

p2 = r21 x1 + r22 x2 + · · · + r29 x9 = x1 + x2 + x5 + x6 + x9

p3 = r31 x1 + r32 x2 + · · · + r39 x9 = x1 + x4 + x5 + x8 + x9

p4 = r41 x1 + r42 x2 + · · · + r49 x9 = x7

p5 = r51 x1 + r52 x2 + · · · + r59 x9 = x1 + x2

p6 = r61 x1 + r62 x2 + · · · + r69 x9 = x2 + x3 + x4 + x5

p7 = r71 x1 + r72 x2 + · · · + r79 x9 = x5 + x6 + x7 + x8

p8 = r81 x1 + r82 x2 + · · · + r89 x9 = x9

上式可写成更简洁的形式：

pi =

9∑
j=1

ri j x j i = 1, 2, · · · , 8， （6）

或用矩阵表示为：

                                  p=Rx， （7）

 ，（5）
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非负约束：

                   x ≥ 0。 （14）

其中权值函数 F (x) = η ||Rx-p|| 2
2 (ξ � 0) ，归一化参

数 η = ‖p‖−2
2 , TV 正则化因子FTV 定义为： 

FTV (x) = ‖x‖TV =
∑

s,t

√(
xs,t − xs−1,t

)2
+
(
xs,t − xs,t−1

)2
+ δ， （15）

其中引入正实参数 δ 主要是防止对 FTV（x）求导运算

时出现分母为零，从而消除了对图像像素做梯度运算时

出现的奇异性。

3  基于双约束目标函数的有限角度重建

基于最小化 TV 双约束的求解模型如下：

z = arg min (z−u)T ∇M (u) + 1
2 λ ‖z−u‖2

2 ， （16）

u = arg min 1
2 ‖z−u‖2

2 + η ‖z‖TV， （17）

其中 M (u) = 1
2 ‖Ku−p‖2

2 ，∇为梯度算子，λ、η 为正则

化参数 , 它们在所求解的重建结果和中间变量之间起

到了重要的平衡作用，‖z‖TV =
∑
s,t

∣∣∣∇zs,t

∣∣∣，其中 s 和 t 为重

建图像的离散灰度值的位置，中间变量z用来表示重建

过程中图像中间结果。

4  试验结果分析结论

4.1  模拟试验结果

我们以经典的 Shepp-Logan 头模型作为研究

对象，来比较本文介绍的两种算法的重建结果。

假设模拟投影数据是通过方程 (7) 产生 , 即投影模拟数

据的产生是待重建物体的线积分。也就是说把待重建

物体看成是由分段连续函数所组成的，这时所计算的投

影模拟数据是由分段积分的和所组成的。在这种情况

下，离散图像的像素跟投影系统矩阵并不一一对应，因

而找不到一个图像 x 能够满足系统数据模型 Rx=p。在

这种条件下来验证本文方法更能体现出本算法的有效

性和鲁棒性。在第二组试验中，所用的投影数据是在

中国高能物理研究所实验室采集的。通过使用真实的

投影数据来验证本文方法更能反映出本方法的实用性。

在利用模拟的投影数据进行重建 128×128 二维物体过

程中，扇束 CT 扫描几何结构的主要成像参数选取如下：

·探测器的像元大小为 0.50647 mm；

·待重建物体的象素大小为 0.3125 mm；

· 射线源到探测器中心距离 400 mm；

· 增强器直径长度 140mm；

· 射线源到探测器中心距离 800 mm。

重建结果如图 2 所示。

我们使用均方误差来对重建图像的质量进行评价。

归一化均方误差的定义如下：

MS E =

∑
i

∑
j

(
x̃i j − xi j

)2
∑

i

∑
j

x2
i j

, （18）

其中，xij 表示真实图像某点的灰度值，x̃i j 表示重建图像

中对应点的灰度值。利用该误差函数 (2.34) 对重建结

果进行评价，评价结果如表 1 所示。

从表 1 中可以看出，本文介绍的两种算法都要优于

ART 和 ASD-POCS 算法。

4.2  实际试验

在第二组试验中，所用的投影数据是在中国高能物

理研究所实验室采集的。投影数据进行重建的过程中，

ADS-POCS 算法的
重建误差

ART 算法的重建
误差

基于总变分新
算法的有限角度

重建

基于双约束目标
函数的有限角度

重建

0.1647 0.1857 0.1270 0.1086

表1  重建结果的MSE值比较

（e）ART 算法结果

（a）真实的 Shepp-Logan
断层图像

（b）基于总变分新算法的
有限角度重建方法结果

（c）基于双约束目标函
数的有限角度重建方法

结果

（d）ASD-POCS 方法
结果

图2  不同算法重建Shepp-Logan断层图像的结果

Fig.2  Shepp-Logan image reconstruction with noisy projections 

which are available in angular range

图3  不同算法重建真实蜜蜂断层图像的结果

Fig.3  Reconstructed images of real bee phantom

（a）真实的蜜蜂投影图像 （b）基于总变分新算法的有
限角度重建方法结果

（c）基于双约束目标函数
的有限角度重建方法结果

（e）ART 算法结果（d）ASD-POCS
方法结果
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3　单曲面构件法向孔位置测量原理

在该复合材料构件单曲面蒙皮上法向制孔时，其

在专用夹具上装夹定位如图 5 所示。在单曲面不同

位置处制孔时，夹具上台面需带动工件绕旋转中心有

±5°的摆动，数控摆动夹具和三轴联动机床本体构成

一个四轴三联动的数控装备，以实现单曲面的法向制

孔。

工件旋转点位测量方测量过程示意图如图 7 所示。

曲面法向制孔位置的测量需和曲面法向制孔操作保持

一致，只允许机床带动测头（刀具）沿 Z 向向下做直线

运动。在 2 个孔加工中间，工件需绕旋转中心转动将曲

面转动到制孔处法失沿 Z 轴方向。

单曲面法向制孔位置测量在于通过用微平面法求

得曲面预制孔处法矢方向判断工件旋转是否到位，进

而测量得到曲面制孔位置坐标信息。以图 7 中曲面制

孔处 C 点为例，在测得 C 点坐标值后，再在测量点 C
周围附近再测量 2 个点，3 个点组成一个微平面，用其

法矢来代替曲面上 C 点法矢 [7]。当求得的法矢与 Z 轴

正向夹角小于允许值时，即可记录下当前 C 点的坐标

值；然后转动夹具，同理可求得一系列曲面制孔位置信

息，将其传输到数控系统中，修改已有制孔 NC 代码程

序。测量完成后将测头换成制孔刀具装在机床刀柄上，

机床部件执行制孔程序沿规划好的刀具轨迹运动，即

可完成曲面上一系列位置处的法向制孔。

4　结束语

本课题对飞机某复合材料构件共固化成型后工字

梁存在的位置随机偏差和加工时存在的机床定位误

差、单曲面法向制孔位置在线测量进行了研究，给出了

工字梁位置偏差测量原理、单曲面法向孔位置测量原

理，建立了工字梁位置偏差数学模型，编制了数控制孔

程序，初步试验结果验证了提出的制孔修正方法的正

确性。
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主要参数选取如下：射线源到物体转轴中心距离 4310 

mm，射线源到探测器中心距离 4350 mm，在 90°角度范

围内选取间隔为 1°的投影数据进行重建。重建结果

如图 3 所示。

5  结论

本文比较了两种新算法与经典的 ART 和 ASD-

POCS 算法在有限角度下的重建结果，模拟数据表明，这

两种算法均优于传统的 ART 与 ASD-POCS 算法。
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